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1 Zielsetzung

In der vorliegenden Arbeit wird ein experimenteller Aufbau entwickelt, mit dem
Chladnifiguren erzeugt werden konnen. Ziel ist dabei ein relativ kleiner Aufbau,
der sich auch zu Prasentationszwecken einsetzen lisst. Dabei soll die Handhabung
des Experimentes moglichst einfach sein. Gleichzeitig soll das Experiment relativ
einfach nachzubauen sein.

Nach einem kurzen historischen Uberblick iiber die CHLADNIschen Klangfiguren
werden unterschiedliche Ansitze gepriift und diskutiert. Der geeignetste Aufbau
wird darauthin entsprechend den Anforderungen entwickelt und realisiert.

Die fiir die Plattenschwingungen relevanten theoretischen Grundlagen werden im
Folgenden zusammenfassend dargestellt. Mit den Grundlagen ist die Berechnung
der Plattenschwingungen fiir die vorliegenden Randbedingungen mdoglich.

Da das Experiment auch quantitative Aussagen iiber die Klangfiguren machen
soll, werden die Figuren und die dazugehorigen Frequenzen vermessen. Die Ergeb-
nisse werden mit den aus der Theorie der Plattenschwingungen ermittelten Werten
verglichen. Damit wird die quantitative Aussagekraft des Experimentes ermittelt.

Abschliefend befasst sich die Arbeit mit den Anwendungen der Plattenschwin-
gungen. Exemplarisch wird dabei die Anwendung fiir Musikinstrumente niher be-

trachtet.



2 Historische Vorbemerkungen

Abbildung 2.1: Ernst Florens Friedrich Chladni, Quelle: Wikipedia.de (3.5.07)

Im Jahre 1787 verdffentlichte der Philosoph und Jurist ERNST FLORENS FRIED-
RICH CHLADNI aus Wittenberg eine Arbeit mit dem Titel ,Entdeckungen iiber die
Theorie des Klanges®. Zum ersten Mal werden hierin Untersuchungen an schwin-
genden Platten beschrieben.

Er beobachtete, dass eine Glas- oder Metallplatte unterschiedliche Tone erzeugt,
wenn man sie an verschiedenen Stellen anschligt oder auch festhélt. Dieses Phé-
nomen wollte er ndher untersuchen. Sein Vorgehen systematisierte er durch An-
streichen einer an einem Zapfen eingespannten Platte mit einem Violinenbogen.
Er beobachtete, dass sich auf die Platte gestreuter Sand in definierte Linien ord-
nete, abhingig von der Fixierung der Platte sowie der Frequenz und dem Ort der

Anregung.



2 Historische Vorbemerkungen

Als Privatgelehrter wurde seine Entdeckung bald zu seiner wichtigsten Einnah-
mequelle. Sein Geld verdiente der Sohn eines anerkannten Juristen nach dem Tod
seines Vaters mit Gastvorlesungen. Die vielfaltigen Muster, die er durch unter-
schiedliche Haltung seiner Platten und gezieltes Anstreichen mit dem Bogen er-
zeugen konnte, faszinierte sein teilweise sehr prominentes Publikum. Durch seine
Reisen wurden die CHLADNIschen Klangfiguren weltbekannt.

In seinem wichtigsten Werk, der ,,Akustik®, fiigte er die bis dahin bestehenden
Erkenntnisse zur Akustik zusammen und erginzte sie durch weitreichende eigene
Untersuchungen, welche sich neben den schwingenden Platten noch auf weitere Be-
reiche der Akustik bezogen|1]|. Vor allem diesem grundlegenden und umfangreichen
Werk verdankt er heute seine Anerkennung als ,Vater der Akustik®.

Bereits 16 Jahre vor seinem Tode - er starb 1827 - wurde von der Pariser Akade-
mie ein Preis von 3000 Franc auf eine zufriedenstellende mathematische Erklarung
des Phinomens ausgesetzt. Nachdem sich die 1788 von JAKOB BERNOULLI auf-
gestellten Berechnungen als falsch erwiesen war es SOPHIE GERMAIN, welche die
Plattenschwingungen von Rechteckplatten beschrieb. Auch wenn die Theorie von
LLAGRANGE ergéinzt werden musste, erhielt GERMAIN 1815 den ausgeschriebenen
Preis.

Auf der Basis von zwei Grundlésungen von NAVIER entwickelte POISSON 1929
die vollstdndige Theorie fiir Kreisplatten. Daraufhin gelang es G. R. KIRCHHOFF
1850 eine allgemeine Differentialgleichung vierter Ordnung mit zwei Randbedin-
gungen aufzustellen, welche die Plattenschwingungen allgemein beschreibt. Am
Plattenrand verschwinden dabei die zweite und die dritte Ordnung der Differenti-
algleichung. Auch wenn es KIRCHHOFF gelang die Gleichung fiir Kreisplatten zu
16sen, konnte erst W. R1TZ 1908 eine allgemeine Naherungslosung fiir quadratische
Platten liefern. E. GOLDMANN und B. PAVLIK entwickelten 1937 eine allgemeine
Losung fiir Rechteckplatten. [5][4]

Bis zum heutigen Tag ist es nicht mdoglich gewesen, eine allgemeine Losung fiir

krummlinig berandete Platten zu finden.



3 Entwicklung und Aufbau des

Experimentes

3.1 Anregung von Platten

Chladni strich seine Platten mit einem Geigenbogen an. An dem Punkt, wo er
die Platte anstrich, konnte sich demnach kein Schwingungsknoten befinden. Idea-
lerweise wére hier ein Schwingungsbauch. Dariiber hinaus hielt er die Platte an
gezielten Punkten zwischen zwei Fingern und gab somit einen Knotenpunkt vor.
Anhand dieser Randbedingungen bildete sich auf der Platte eine stehende Welle
mit einer bestimmten Frequenz, die durch das Anstreichen hervorgerufen wurde.
Die tatséchliche Frequenz war dabei fiir ihn von geringerem Interesse als das Mus-

ter der Knotenlinien.

3.1.1 Akustische Anregung

Bei einem Grofsteil der heute durchgefiihrten Experimente zu Chladnischen Klang-
figuren findet sich ein anderer Aufbau. Inzwischen werden unterschiedlich einge-
spannte Platten in der Regel durch einen Lautsprecher, also akustisch, angeregt.
Die longitudinale Druckwelle vorgegebener Frequenz verformt dabei die Platte.
Diese Verformung breitet sich wellenférmig auf der Platte aus und wird an ihren
Réndern reflektiert. Dies fiihrt zur Schwingung der gesamten Platte. Wird eine Ei-
genfrequenz der Platte getroffen, erhoht sich die Amplitude der Eigenschwingung
solange bis die innere Eigendampfung des Plattenmaterials, bedingt durch inelas-

tische Verformung, ebenso stark ist wie die Energiezufuhr durch den Schalldruck.
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Die iibliche Verstirker- und Lautsprecherleistung liegt bei dieser Anordnung et-
wa bei 15W (Sinus)[5]. Der einfache Aufbau und die allgemeine Verfiigbarkeit der
Materialien machen dieses Verfahren zu der am haufigsten angewendeten Methode.
Vor allem die starke Larmentwicklung, insbesondere bei etwas hoheren Frequen-
zen, ist bei diesem Aufbau jedoch storend. Des Weiteren ist es nicht moglich mit
einem Lautsprecher eine anndhernd punktférmige Anregung zu realisieren. Da bei
sehr hohen Frequenzen die Knotenlinien eng beieinander liegen, ist eine akustische

Anregung im hochfrequenten Bereich nicht mehr moglich.

3.1.2 Mechanische Anregung

Eine alternative Anregungsmethode ist die direkte mechanische Anregung. Dabei
wird die Platte fest auf einen oszillierenden Stab geschraubt. Dies ermdglicht eine
sehr gute Kopplung von Oszillator und Platte und damit eine geringe Anregungs-
leistung. Da die Anregung nahezu punktférmig erfolgt, sind recht hohe Anregungs-
frequenzen moglich. Aufgrund dessen wird gerade bei neueren Aufbauten haufig
dieses Verfahren angewandt. Als Kit ist es bereits kommerziell erhéltlich (z.B. von
PASCO).

Nachteilig ist die fest vordefinierte Einspannung in der Plattenmitte. Dadurch

sind nur die Resonanzen moglich, die hier einen Schwingungsbauch haben.
3.1.3 Magnetische Anregung

1+1
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Abbildung 3.1: Normale Magnetische Anregung

Wird eine magnetisierbare Platte, zum Beispiel aus Stahl, verwendet, so kann

diese durch einen Elektromagneten angeregt werden. Bei einem Wechselstrom va-
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Abbildung 3.2: Kraft auf die Platte

ritiert die Feldstirke dabei sinusférmig. Da die Kraft auf die magnetische Plat-
te jedoch lediglich vom Betrag des Feldes abhingt und nicht von der Richtung,
wird die Platte mit dem Betrag des Sinus angeregt. Dieses Problem ist durch eine
Vormagnetisierung des Spulenkerns zu beheben. Dabei muss der Spulenkern min-
destens so stark vormagnetisiert sein wie das maximale Wechselfeld, so dass das
resultierende Feld immer die gleiche Richtung hat. Dies kann durch das Anheften

eines Permanentmagneten an den Spulenkern des Elektromagneten geschehen.
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Abbildung 3.3: Magnetische Anregung bei optimaler Vormagnetisierung

Da das dufere Spulenfeld inhomogen ist und mit zunehmender Entfernung vom
Kern stark abnimmt, sollte der Spalt zwischen Platte und Spulenkern mdglichst
klein sein. Als Folge der Vormagnetisierung wird die Platte immer angezogen,
lediglich mit wechselnder Kraft. Dadurch heftet sich die Platte bei zu geringem
Abstand magnetisch an den Spulenkern. Es ist dadurch sehr schwierig den richtigen

Abstand einzustellen.

Reduzieren 1aft sich dieses Problem, indem ein Stiick Filz als Abstandhalter auf
den Spulenkern geklebt wird. Dieser dimpft bei geringem Kontakt die Platte kaum

und sorgt dafiir, dass die Platte sich nicht an den Kern anheftet.
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3.1.4 Wirbelstromanregung

Anstelle der magnetischen Anregung ist fiir nichtmagnetisierbare, leitende Platten
eine Wirbelstromanregung moglich. Hierbei wird eine Spule unter der anzuregen-
den Platte positioniert. Wird die Spule von einem Wechselstrom durchflossen, so
induziert das magnetische Wechselfeld einen Wirbelstrom in der Platte. Dies in-
duziert seinerseits ein entgegengerichtetes Magnetfeld, wodurch eine Kraft auf die
Platte ausgeiibt wird.

Die alleinige Anregung durch den Wirbelstrom ist sehr gering. Eine Verstiarkung
kann durch eine nahezu beliebige Vormagnetisierung des Spulenkerns erreicht wer-
den. Folglich steht das durch den Wirbelstrom induzierte schwache Magnetfeld
einem starken konstanten Magnetfeld gegeniiber, was zu einer deutlich sérkeren
Kraft fithrt (3.4). Je stirker der Spulenkern vormagnetisiert ist desto stérker ist
also die Anregung bei gleichem Spulenstrom. Die Grenze markiert die magnetische

Sattigung des Spulenkerns.

Wechselndes B-Feld (Spule)
Wirbelstrom

Wirbelstromfeld

Platte

konstantes
B-Feld (Magnet)

Dauermagnet

Abbildung 3.4: schematische Darstellung der Wirbelstromanregung

Die Kraft, die auf die Platte wirkt, ist nicht exakt sinusformig. Bei der Plat-
tenauslenkung zur Spule hin ist sie, durch das inhomogene Magnetfeld der Spule,
etwas grofer als bei der Auslenkung von der Spule weg. Sollte man eine FoU-

RIERanalyse einer solchen Anregung durchfiithren wiirde man erkennen, dass ne-
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ben der Hauptfrequenz noch Nebenfrequenzen bei der Anregung auftreten. Dieser
Effekt hat aber im Experiment keinen storenden Einfluss. Da die Plattenschwin-
gungen eine sehr geringe Amplitude haben, kann offenbar das Feld als annihernd
homogen angenommen werden.

Einziger Nachteil der Wirbelstromanregung ist die Beschriankung auf leitende
Platten. Durchsichtige Glasplatten, die auf einem Overheadprojektor zu Demons-
trationszwecken eingesetzt werden konnten, lassen sich somit nicht anregen.

Sowohl die magnetische als auch die Wirbelstromanregung erlauben einen klein-
flachigen Anregungsbereich an jeder beliebigen Stelle der Platte. Die Platte l&ft
sich also auch mit hohen Frequenzen anregen. Im Experiment zeigt sich, dass bei
hoheren Frequenzen lediglich eine hohere Anregungsleistung notwendig ist.

Die Aufthingung der Platte ist bei magnetischer und Wirbelstromanregung frei

wahlbar.

3.1.5 Umsetzung im Experiment

Aufgrund der oben genannten Vorteile der Wirbelstromanregung wurde diese fiir
den experimentellen Aufbau gewéhlt. Da die magnetische Anregung aber nahezu
identisch funktioniert, konnte der Aufbau auch zur magnetischen Anregung ver-
wendet werden. Lediglich der Magnet zur Vormagnetisierung miisste durch einen

deutlich schwécheren ersetzt werden.

Auswahl der Spule

Die optimale Spule sollte ein maximales Magnetfeld bei geringer Leistungsauf-
nahme erzeugen. Dazu muss sie im Frequenzbereich von 200 — 5000H z betrieben
werden konnen.

Der Wechselstromwiderstand einer Spule berechnet sich durch

% =wl (3.1)

wobei w die Kreisfrequenz der Spannung ist und die Induktivitit L gegeben ist
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durch

A
L= N2:u0,ur7

Hierbei stellt N die Windungszahl dar, po = 4m* 10_7:1/—; die magnetische Feldkon-
stante, y, die magnetische Permeabilitidt des Kerns der Spule, A die Querschnitts-
flache des Kerns und [ die Spulenlédnge.

Die magnetische Flussdichte ist gegeben durch

N
B = NOMTIT

wobel [ der flieBende Strom ist.

Fiir den zu maximierenden magnetischen Fluss gilt

d = / B-dA=B-A
A
da A eine ebene Fliche ist und B L A.
Die direkt beeinflussbaren Parameter sind die Spannung U, die Windungszahl
N und die Abmessungen der Spule A und [. Mit (3.1) folgt fiir den magnetischen

Fluss
U N Ul N U
O = piopty—— A = popty—o A =
Bl L = HM N2 o AT T 20 fN

Optimal ist also eine hohe Spannung und eine geringe Windungszahl, die Ab-

messungen der Spule sind dabei irrelevant. Bei geringen Induktivititen ist der
Wechselstromwiderstand gering und der Strom somit hoch. Dies fiihrt zu grofsen
Feldstirken. Des Weiteren steigt der Strom und somit auch die Feldstérke ebenfalls
proportional zu der angelegten Spannung an.

Hohe Frequenzen erhohen den Wechselstromwiderstand und fiihren so bei kon-
stanter Spannung zu geringer werdenden Feldstérken. Eine Erh6éhung der Span-
nung mit der Frequenz ist also notwendig.

Zur Ermittlung der notigen Feldstidrke wurde eine handelsiibliche Relaisspule
unter kurzzeitiger starker Uberlastung getestet. Bei ausreichender Anregung der
Platten wurde die Spannung und die dazugehorige Frequenz ermittelt. Mit Hil-
fe der gemessenen Induktivitit wurde die Flussdichte zu 0,38mT ermittelt. Der

Kernduchmesser der Spule betrug 4mm.
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Die im Experiment verwendete Spule hat eine Induktivitdt von etwa 1,6mH.
Um bei minimaler Windungszahl den fiir den Verstédrker notigen Wechselstromwi-
derstand (siehe unten) zu erreichen, und um die Vormagnetisierung fiir die Wir-
belstromanregung zu realisieren, wurde ein Kern verwendet. Da die magnetischen
Permeabilititen von Eisen um mehr als eine Grofenordnung schwanken und Her-
steller beinahe nie Angaben iiber die Permeabilititen machen, wurde der Kern
einer Relaisspule verwendet. Der Kerndurchmesser betragt 6mm. Ein noch gro-
fserer Kerndurchmesser wiirde zwar den Wechselstromwiderstand erhéhen, aber
auch die Anregungsfliche vergrofern. Die Spulenldnge betrigt dabei 25mm. Um
bei dem hohen Strom die Verluste durch den elektrischen Widerstand gering zu
halten und auch die Spule nicht zu iiberhitzen, ist ein Drahtdurchmesser von 1mm

notwendig. Die Windungszahl betridgt ungefdahr 210.

Auswahl des Verstarkers

Die notwendige kleinstmdgliche Windungszahl der Spule bedingt einen minimalen
Wechselstromwiderstand und somit quasi einen Kurzschluss. Notig ist also ein
Verstérker, welcher im Frequenzbereich von etwa 200H z bis 5000H z bei geringem
Aufenwiderstand die Spannung noch stabil hilt.

Ein Audioverstirker ist genau fiir diesen Einsatz optimiert. Moderne Lautspre-
cherboxen haben Wechselstromwiderstinde bis zu minimal 4. Im Gegensatz zu
einer Spule haben diese aber einen relativ frequenzunabhéngigen elektrischen Wi-
derstand. Ein Audioverstarker muss also bei hoheren Frequenzen entsprechend
nachgeregelt werden. Da die Signalerzeugung iiber die Soundkarte eines PC er-
folgt, kann dies durch eine frequenzabhingige Anhebung der Amplitude, mit Hilfe
der Steuerungssoftware des Experimentes geschehen.

Die Spule wurde so ausgelegt, dass sie bei 200H z einen Widerstand von etwa
2€) besitzt. Da Audioverstiarker mittlerweile mit selbstriickstellenden Sicherungen
ausgeriistet sind und die Spule aus oben genannten Griinden bei der Frequenz
ohnehin nur bei geringer Verstirkerleistung betrieben wird, kann mit so geringem

Widerstand gearbeitet werden. Aus diesem Grund sind bei der Verstirkerleistung

10
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fiir die hohen Frequenzen noch entsprechende Reserven vorhanden.

Im Experiment erwies sich ein kleiner Audioverstirker mit 2x15W Sinusleis-
tung als ausreichend. Um die frequenzabhingige Amplitudenregelung zu realisie-
ren wurde eine Messreihe aufgenommen, die bei einer angeschlossenen Spule die
Belastbarkeit des Verstirkers in Abhéngigkeit der Frequenz ermittelt. Die Mess-
reihe wurde mit einem Polynom zweiten Grades angenédhert. Daraus ermittelt die
Steuerungssoftware die maximal mdgliche Amplitude um die Verstirkerleistung
vollstindig auszunutzen.

Die Auslegung erreicht akzeptabele Ergebnisse bis 5000H z. Bei einem deutlich
leistungsfihigeren Verstéirker und einer entsprechend ausgelegten Spule wéren noch
deutlich hohere Frequenzen realisierbar. Jedoch widerspricht dies der Zielsetzung

eines kleinen und portablen Versuchsaufbaus.

3.2 Die Plattenaufhangung

Die Aufhidngung der Platte ist von grundlegender Bedeutung fiir die Ausbildung
von Klangfiguren. So ist durch eine starre Aufhédngung bereits ein Knotenpunkt als
Randbedingung vorgegeben, welcher meistens in der Mitte gewédhlt wird. Eine Zu-
sitzliche Randbedingung bei einer festen Verschraubung ist, dass die Platte in der
Aufthéngung waagerecht bleibt, was mathematisch betrachtet nur in einem Schwin-
gungsbauch (1. Ableitung — 0) vorkommt. Im Experiment verlaufen aber Knoten-
linien immer durch den Aufhingungspunkt. Dieser zuséitzlichen Randbedingung
scheint somit durch lokale Verformungen der Platte entsprochen zu werden.

Eine Ausnahme bilden mechanisch angeregte Aufbauten, bei denen die mechani-
sche Anregung gleichzeitig als Authdngung fiir die Platte dient. Hier ist die Rand-
bedingung vorgegeben, dass der Aufhdngungspunkt einen Schwingungsbauch dar-
stellen muss. Das durchgefiihrte Experiment bestétigte dies.

Optimal wire eine Aufhiingung, die keine zusétzliche Randbedingung darstellt,
also die Platte nicht beeinflusst. Dazu miissen die Krifte, die durch das Schwingen

auf die Platte wirken, deutlich kleiner sein als jene, welche die Platte zum Schwin-

11
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gen anregen. Ein Schweben auf einem Luftkissen stellte eine solche Moglichkeit
dar, jedoch ist dies technisch recht aufwendig.

Eine Alternative stellt die Auflage auf weiche Spiralfedern dar. Hier wirken in
Ruhe nur geringe Krifte, um das Gewicht der Platte zu tragen. Diese sind je-
doch konstant und beeinflussen somit die Schwingung nicht. Wéhrend die Platte
schwingt werden die Spiralfedern mit der Schwingung der Platte gestreckt und ver-
kiirzt. Durch die sehr kleine Amplitude der Schwingung sind die dadurch entste-
henden zusétzlichen Krifte bei weichen Stahlfedern sehr gering und fallen ebenfalls
nicht ins Gewicht. Auch die zusétzlich zu beschleunigende Masse hat bei leichten
Federn keinen signifikanten Einfluss. Somit kann die Platte als frei betrachtet wer-
den.

Vergleichbare Bedingungen sind durch die Aufhdngung an weichen Gummibén-
dern zu erreichen. Diese Umsetzung stellte sich allerdings als aufwendiger heraus.

Im Experiment finden weiche Kugelschreiberfedern ihre Anwendung. Bei unter-
schiedlicher Positionierung der Federn ist kein Einfluss auf die Platte zu erkennen.
Die Eigenschwingung des Platte-Feder-Systems befindet sich im Bereich von we-
nigen Hz, eine Beeinflussung ist also auch hier auszuschlieften. Um ein Abknicken

der Federn zu vermeiden sind diese in einen Holzstdnder eingelassen.

3.3 Die richtige Platte

Die Form der Platte entscheidet iiber die moglichen Klangfiguren, die darauf er-
zeugt werden konnen. Dariiberhinaus sind auch die Materialeigenschaften und die

Stiarke der Platte von entscheidender Bedeutung.

3.3.1 Materialeigenschaften

Unterschiedliche Plattenmaterialien wurden bei gleicher &uflerer Abmessung (140 x
210 x 0,7mm) im Experiment getestet. Dabei wurden ausschlieflich isotrope Plat-
ten verwendet, die in jede Richtung die gleichen Elastizititseigenschaften haben.

Orthotrope Platten, beispielsweise aus gewalztem Blech, haben, aufgrund eines

12
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unterschiedlichen Elastizitdtsmoduls in unterschiedlicher Richtung, richtungsab-
hidngige Wellengeschwindigkeiten. Die Beurteilung einer Klangfigur wird dadurch
schwieriger.

Die getesteten Materialien sind Stahl (bei magnetischer Anregung), Aluminium,
Kupfer und drei verschiedene Bronzelegierungen mit unterschiedlichem Zinngehalt,
die freundlicherweise durch die Wieland-Werke AG bereitgestellt wurden. Bronze
wird haufig im Instrumentenbau und fiir Glocken verwendet. Es zeichnet sich durch
eine sehr geringe Eigenddmpfung aus.

i
i

1

Resonanziiberhchung I H

| Einhiillende: 1/]1-(e /o)’

Resonanzkatastrophe fiir § = 0 bei o /o =1
5=0——»

Kurve der Maxima:

ANTw Jo,

x(w,)/x(0)

0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0

Abbildung 3.5: Resonanzen bei unterschiedlichen Eigenddmpfungen des schwin-

genden Systems

Um die Ddmpfungseigenschaften der Platten zu ermitteln, wurden sie an un-
terschiedlichen Stellen angeschlagen und die Schwingungsfrequenzen gemessen. Im
Versuch zeigten sich die Stahlplatte und die Aluminiumplatte dhnlich geeignet.
Aufgrund oben genannter Nachteile der magnetischen Anregung wurde diese je-
doch verworfen. Die Bronzeplatten dagegen zeigten ein deutlich anderes Verhalten
als die Aluminiumplatte. Wahrend die Aluminumplatte nach einem kurzen, dump-
fen Ton nur noch mit der Grundfrequenz von 108, 5H z klang und auch diese stark
gedampft wurde, war bei den Bronzeplatten noch iiber einige Sekunden ein je-

weils eindeutiges Spektrum messbar. Dieses verdnderte sich nur langsam durch die
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3 Entwicklung und Aufbau des Experimentes

unterschiedliche Dampfung der verschiedenen Frequenzen.

Der Versuch zeigt eine starke Ddmpfung von Aluminium und eine deutlich
schwéchere von Bronze auf. Die geringe Dampfung spiegelt sich in einer sehr ho-
hen Schwingungsamplitude bei der Anregung mit einer Resonanzfrequenz wider.
Bei einer nur geringfiigig abweichenden Anregungsfrequenz tritt mit der Zeit eine
Phasenverschiebung zwischen schwingender Platte und Anregung auf. Eine Gegen-
phase dampft aktiv die Schwingung der Platte. Damit wird bei der Abweichung
die Resonanz unterbunden. Der Resonanzbereich ist also sehr schmal. Die Halb-
wertsbreiten der Resonanzspitzen bei den Bronzeplatten sind kleiner als 1H z.

Die Resonanzen der Aluminiumplatte sind durch einen Frequenzsweep sehr viel
schneller aufzufinden, da Aluminium eine vielfach héhere Eigendampfung besitzt
und damit flachere, aber breitere Resonanzspitzen. Dabei reicht die Wirbelstro-
manregung trotzdem problemlos aus um die Klangfiguren zu erzeugen. Die gute
elektrische Leitfahigkeit von Aluminium sorgt dabei fiir eine relativ gute Kopplung.

Aluminium eignet sich also gut fiir die Wirbelstromanregung. Bei der Berech-
nung der Resonanzen ist jedoch die durch die Ddmpfung auftretende Resonanz-

verschiebung zu geringeren Frequenzen zu beachten.

3.3.2 Starke und GroRe der Platten

Es wurden Aluminiumplatten unterschiedlicher Stérke und Grofe getestet. Dabei
stellte sich heraus, dass eine grofere Platte kaum schlechter ist fiir die Klangfigu-
ren als eine kleinere. Die Stirke der Platten hatte jedoch einen frequenzabhéngigen
Einflufs auf die Bildung von Chladnifiguren. Die Stérken der getesteten Platten be-
trug 1, 5mm, 1mm, 0, 75mm sowie Aluminiumfolie von 10um. Dabei hatte die di-
ckere Platte bei geringen Frequenzen einen leichten Vorteil. Bei der diinnsten Platte
bildeten sich bei hohen Frequenzen die Chladnifiguren jedoch deutlich schneller.
Eine noch diinnere Platte hétte allerdings eine zu geringe Steifigkeit. Bei grofse-
ren Platten erwies sich eine Stirke von 0, 75mm als optimal, bei kleineren Platten
reicht die Steifigkeit auch bei geringerer Stiarke aus. Jedoch ,klappert” eine Platte,

wenn sie zu leicht ist bei hohen Amplituden. Dazu miissten die Spiralfedern durch
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3 Entwicklung und Aufbau des Experimentes

noch weichere ersetzt werden. Um dies zu ermdglichen sind die Federn magnetisch
in den Stativen festgehalten.

Aluminiumfolie liefs sich mit der verwendeten Leistung praktisch nicht anregen.
Eine Realisierung von Membranen mit Aluminiumfolie oder aluminiumbeschich-
teter Kunststofffolie wiirde folglich eine erheblich héhere Anregungsleistung erfor-

dern.

3.4 Das richtige Granulat

Das Granulat, mit dem die Figuren erzeugt werden sollen, muss durch die Plat-
tenschwingung von den Schwingungsbiuchen verdringt werden. Es wurden unter-
schiedliche Materialien getestet.

Elektrostatisch aufladbare oder durch Luftfeuchtigkeit klumpende Materialien
haften an der Platte und sind somit zu meiden.

Leichte Materialien wie Gewiirze hatten keinen Vorteil gegeniiber schwereren
wie Zucker oder Sand. Offenbar ist die Beschleunigung ausschlaggebend, welche
die Platte auf das Granulat ausiibt. Diese ist anndhernd unabhéngig von der Masse.

Sand bewegt sich schon bei etwa der halben Amplitude im Vergleich zu den
meisten anderen Materialien wie Zucker oder Pfeffer. Die Korngrofe spielt dabei
keine Rolle. Keines der Materialien haftete an der Platte wie durch das Schrigstel-
len derselben leicht zu priifen ist. Die mikroskopische Betrachtung zeigt, dass die
verwendeten Sandkorner, im Gegensatz zu den anderen verwendeten Materialien,
anndhernd rund sind. Die Plattenbewegung ermoglicht durch die Bewegungen ein
Aufschaukeln der Korner, auch wenn die Beschleunigung durch die Platte noch
deutlich unter der Erdbeschleunigung liegt. Die flacheren Korner der anderen Ma-
terialien bleiben dagegen so lange stabil liegen bis sie durch die Beschleunigung
von der Platte abheben.

Das anndhernd runde Carrom-Pulver, welches als Gleitmittel bei dem Brettspiel
,Queen Carrom eingesetzt wird, bewegt sich wie der Sand bereits bei geringeren

Amplituden. Die Bewegung ist jedoch sehr langsam. Der Durchmesser der Partikel
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3 Entwicklung und Aufbau des Experimentes

betrigt lediglich < 40um. Dies fiihrt dazu, dass nicht die iibliche Bewegungsrich-
tung zu den Knotenlinien {iberwiegt, sondern die Partikel durch Luftstromungen
auf der Plattenoberfliche in die Ndhe der Schwingungsbéuche transportiert werden
[7].

Folglich scheint CHLADNI mit Sand eine optimale Wahl getroffen zu haben. In
der Literatur findet sich gelegentlich die Verwendung von Trockeneis (vor allem
durch MARY D. WALLER). Aufgrund der aufwindigen Beschaffung und der ge-
ringen Haltbarkeit fiel fiir das Experiment die Wahl jedoch auf Sand. Dieser ist
gefiarbt in Fachgeschiften fiir Bastlerbedarf erhiltlich, wobei durch die Farbe der

notige Kontrast zur Platte ebenfalls gegeben ist.

3.5 Steuerung des Experimentes

Der Frequenzbereich, in dem die Klangfiguren zu beobachten sind, ist vollstin-
dig im akustischen Bereich. Da fiir die Versorgung der Spule ein handelsiiblicher
Audiovestirker verwendet werden kann, bietet es sich an, das Signal iiber eine
PC-Soundkarte zu erzeugen, iiber die heute fast jeder PC verfiigt.

Zur Messung der Plattenschwingung gibt es die Moglichkeit einer kapazitativen
Messung. Wird eine kleine Leiterplatte in geringem Abstand unter einen Schwi-
gungsbauch gehalten, so stellt dieses System einen Plattenkondensator dar. An-
hand der messbaren Kapazitit (3.6) laft sich der Abstand quantitativ ermitteln.
Durch die Schwingung der Platte dndert sich die Kapazitit des Plattenkondensa-

tors und die Schwingung kann somit quantitativ vermessen werden.

470k ImF

Abbildung 3.6: Kapazitative Messung der Plattenauslenkung
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3 Entwicklung und Aufbau des Experimentes

Fiir das Experiment ist die tatsidchliche quantitative Auslenkung jedoch weni-
ger entscheidend. Interessant ist vielmehr die Schwingungsfrequenz. Diese kann
deutlich einfacher mit einem Mikrofon gemessen werden, da die schwingende Plat-
te Schallwellen abstrahlt. Dieses akustische Signal kann ebenfalls mit einem PC
aufgenommen und analysiert werden.

Zur Steuerung des Experimentes wurde eine Software entwickelt, welche zum
einen ein Sinussignal erzeugt und zum anderen ein eingehendes Mikrofonsignal

aufnimmt und analysiert.

Signalgenerator | Signalanaufnahme | Videoaufnahme _Stopp_|

LA 5 Start/Pause Erhohung [Hels] Frequenz | wic orokiur (Manche Soundkarten
weel Reset | g -
P @ J20 | |aa0,00 [0 =] hebeneine y-verschicbung

‘,) 440,00
= des Eingangssignals,

Mkrofonsingang (getriggert: 0 ansteigend)
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0,05 -
0,025

0z

o]

0,025
0,05+
0,075
0,11

i

0,01

T z
S00U Im L5m Zm 25m 3m 35m 4m 4,5m Sm
Zeit [s] Zait [s] 0,001~

Frequenzanalyse (FFT) |
0,003 -
0,0025 -
0,002 -

0,005~
Mairnum

T = 2,0026

0,0005 -
I~ Haltzn

T SR S S
70 1800 1900 2000 2100 2200 2300 2400 2570
»

Copyleft 2007 by Dirk Winkel - Free distribUtion - LaBVIEW licence apples - wew. polarwinkel.de |

Abbildung 3.7: Bedienungsoberfliche der Steuerungssoftware

Der Signalgenerator verfiigt iiber einen Sweep, also einen automatischen Fre-
quenzdurchlauf. Mit dem Sweep kann der gesamte Frequenzbereich durchlaufen
werden, um alle Resonanzen bei dem vorgegebenen Anregungsort aufzuspiiren.

Das aufgenommene Mikrofonsignal kann direkt graphisch dargestellt und mit
dem Ausgangssignal verglichen werden. Dariiberhinaus wird das Signal FOURIER-
transformiert. Auf diese Weise konnen die einzelnen Frequenzen, aus denen die
Schwingung zusammengesetzt ist, mit ihrer Intensitit dargestellt werden. Ange-
zeigt wird dies in einem weiteren Graphen.

Um das Experiment auch zu Demonstrationszwecken im groferen Rahmen ver-

wenden zu konnen, wurde in die Software eine Moglichkeit integriert, mit einer
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3 Entwicklung und Aufbau des Experimentes

handelsiiblichen Webcam ein Livebild darzustellen. Somit kénnen in einem Klas-
senzimmer oder Horsaal per Beamer das Ausgangssignal, das Eingangssignal, die
Frequenzanalyse der Plattenschwingung und die Klangfigur selbst in Echtzeit dar-
gestellt werden.

Die Software wurde darauf optimiert, dass es ohne lange Eingewohnung moglich
ist, das Experiment zu steuern. Dennoch sind alle wichtigen Einstellmoglichkeiten
vorhanden.

Eine Vermessung der Klangfigur ist iiber die Videoaufzeichnung nicht mdglich,
da Webcams das Bild teilweise sehr stark verzerren. Der Kalibrierungsaufwand
dafiir wire unverhiltnisméfig hoch. Die Aufzeichnung eines Koodinatensystems
direkt auf die Oberfliche der Platte oder die manuelle Vermessung stellt die bessere

Moglichkeit dar die Figuren zu vermessen.

3.6 AuBerer Aufbau

Abbildung 3.8: Der experimentelle Aufbau im Betriebszustand

Das Experiment ist zur Gerduschdidmmung in einer dafiir angefertigten Buchen-

holzkiste untergebracht. Auf dem Boden wurde eine Stahlplatte eingesetzt. Auf
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3 Entwicklung und Aufbau des Experimentes

dieser sind die Stative fiir die Federaufhingung, die Spule, sowie das Mikrofon
zur Signalaufnahme mit Hilfe von Magnetfiiken frei platzierbar. Die Magnetfiike
gewiahrleisten einen festen Stand. Teppichboden an den Winden der Kiste sorgt
fiir eine zusitzliche Gerduschdimmung.

Die Spule wird auf einem Stativ aus Messing platziert, welches durch ein Ge-
winde héhenverstellbar ist. Gehalten wird sie durch den eingefassten starken Dau-
ermagnet, der zugleich zur Vormagnetisierung dient. Auf diese Weise bleibt die
Spule drehbar und das Stativ kann hochgeschraubt werden, ohne dass sich die
Kabel dabei aufwickeln.

Wenn die Platte leicht schriag liegt, rutscht der Sand bei der Anregung nach
unten. Daher wurden, um das Experiment waagerecht platzieren zu konnen, drei
Gewinde in den Boden eingelassen. Schrauben, auf denen das Experiment steht,
konnen so zur Justierung ein- oder ausgedreht werden. Zur Kontrolle dient eine
Dosenlibelle.

Die vordere Wand der Kiste ist herausnehmbar. Damit kann ohne Unterbrechung
des Experimentes die Spule und das Mikrofon verriickt werden um es unter einem
Schwingungsbauch zu platzieren. Dariiber hinaus wurden Kabeldurchfiihrungen in
die Seite der Kiste eingeklebt.

In den Deckel ist eine durchsichtige Kunststoffscheibe eingefasst durch welche
die Klangfiguren betrachtet werden kénnen. Der Griff dient nicht nur zum Trans-
port, sondern zugleich als Halterung fiir einen Stab, auf dem eine leichte WebCam
festgeklammert werden kann. Durch die seitliche Befestigung des Stabes kann der
Deckel trotz der montierten Kamera geoffnet werden.

Wenn das Experiment platzsparend transportiert werden soll kann die auf dem
Boden durch Magnete gehaltene Stahlplatte herausgenommen werden. Dann miis-
sen lediglich die Platten selbst, die Stahl-Grundplatte, sowie die Stative, die Spule,
das Mikrofon und der Verstéirker transportiert werden. Das dadurch erheblich redu-
zierte Transportvolumen weist lediglich die Nachteile auf, dass die Schalldimpfung,

sowie das Auffangen des herunterfallenden Sandes nicht mehr gegeben sind.
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4 Theoretische Betrachtung

schwingender Platten

Die mathematische Beschreibung von schwingenden Platten stellt seit der Entde-
ckung der Klangfiguren ein ungeldstes Problem dar. Nach iiber 150 Jahren der
Forschung wurden einige Losungen zu Spezialfillen gefunden, jedoch sind Platten-
schwingungen nach wie vor Gegenstand aktueller Forschung.

Eine geschlossene Herleitung der Losungen fiir die Kreisplatte und die Rechteck-
platte ist im Rahmen dieser Arbeit sicherlich nicht mdglich. Stattdessen sollen die
grundséatzlichen Problemstellungen diskutiert und die Losungen kurz vorgestellt
werden. Fiir eine zusammenfassende Herleitung der theoretischen Erkenntnisse zu
den Chladnifiguren sei auf das Buch , Eigenschwingungen von Platten und Schalen®

von W. S. GONTKEWITSCH |8] verwiesen.

4.1 Grundlagen

Platten stellen elastische, feste Korper dar, deren Dicke h klein gegeniiber ihren
anderen beiden Ausdehnungen a und b ist. Dabei ist die Mittelfiiche der Platte
diejenige Ebene, die die Plattendicke h halbiert. Die Belastungen der Platte be-
schrinken sich auf die Normale der Mittelflache, das heifst die Belastungen parallel
zur Flache der Platte sind Null. Die Platte wird als isomorph angenommen.
Wellen konnen sich in Festkorpern longitudinal und transversal ausbreiten. Lon-
gitudinale Wellen verdndern die Geometrie der Platte nahezu nicht. Transversale

Wellen konnen dabei in der Ebene der Platte verlaufen oder senkrecht dazu. Wenn
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Abbildung 4.1: longitudinale Welle Abbildung 4.2: transversale Welle

sie in der Ebene der Platte verlaufen, verdndert sich die Geometrie der Platte eben-
falls nicht. Transversale Wellen, die senkrecht zur Mittelebene verlaufen, verandern
hingegen die Geometrie der Platte erheblich und sind somit diejenigen, welche fiir
die Klangfiguren verantwortlich sind. Die ebenen transversalen Wellen und die
longitudinalen Wellen kénnen bei der Reflexion an der Auftenkante der Platte in-
einander umgewandelt werden, wiahrend die fiir die Klangfiguren entscheidenden
erhalten bleiben und lediglich durch innere Streuungen und Schallabstrahlung ge-
dampft werden. Die Wellengeschwindigkeit ist dabei von der Frequenz abhingig.
[10)

Die Verformungen durch die Wellen lassen sich mit dem HOOKEschen Gesetz
beschreiben. Mit Hilfe der klassischen Elastizitidtstheorie kann anhand der Verfor-
mungen die allgemeine Schwingungsgleichung in Form einer Differentialgleichung

4. Grades angeben werden [4]:

O*w 49 *w d'w  pha'w?

ox?t 0x20y? * oy* D Alw

Hierbei liegt die Mittelebene in der x-y-Ebene, w ist die Verschiebung der Mit-
telebene. p bezeichnet die Dichte, D die Plattensteifigkeit und a die Linge der

Platte. w = 27 f ist die Kreisfrequenz der Schwingung.
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4 Theoretische Betrachtung schwingender Platten
4.2 Randbedingungen

Der Elastizitdtstheorie zufolge treten in der Platte drei Gréfen auf: das Biegungs-
moment, das Schermoment und die Scherkraft. Bei dem starr eingespannten Rand
muss die Durchbiegung w, sowie das Schermoment am Rand Null sein. Bei dem
starr gestiitzten Rand ist die Durchbiegung und das Biegungsmoment gleich Null,
Schermoment und Scherkraft addieren sich zur Riickhaltekraft.

Im Experiment sind die Rander der Platten frei. Demzufolge kann sich die Platte
hier frei bewegen. Somit ist der Rand kraftefrei und die Summe aus Biegungsmo-

ment, Schermoment und Scherkraft verschwinden am Rand ¢ [4]:

Pu (1o 1]
or? v ror  r20¢p? c_

Geschlossene Losungen fiir das Problem wurden bei den genannten Randbedin-

gungen bisher nur fiir die kreisrunde, sowie fiir die rechteckige Platte gefunden.

4.3 Die kreisrunde Platte

Nach [4] ergibt sich fiir die kreisrunde Platte mit freien Ridndern fiir die Schwingung
w(p,8) = {AJ,(kp) + BI,(kp)} cos(nf)

mit A = HTV und B = % sowie den Eigenwerten k mit

_ pha* (27 f)?

]{74
D

(4.1)

Die Frequenzgleichung lautet

K21, (k) + (1 — v){kJL(k) —n?J,(K)}  K*JL(k) + (1 — v)n?{kJ, (k) — J.(k)}
k2L,(k) — (1= v){kL, (k) = n2L,(k)} k3L, (k) — (L —v)n2{kI} (k) — L(k)}

Dabei sind J, und I,, BESSELsche Funktionen, v ist die POissonsche Zahl und
somit eine Materialkonstante.

Die Frequenzen sind also abhéngig von v und k£ und damit vom Material. Fiir
die verwendeten Platten aus Aluminium ist v ~ 0, 33!. Fiir v = 0, 33 ergeben sich

folgende k-Werte fiir wenige Knotendurchmesser n und Knotenkreise s

'nach Wikipedia.de, Zugriff 2.5.2007
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4 Theoretische Betrachtung schwingender Platten

sin—=0 n-1 n—2 n-3 nH4

; . 2,202 3,497 4,65
3,014 4,630 5,937 7,274 8,55
6,209 7,737 9,16 10,55 11,95
9,370 10,91 12,41 13,86 1524

w = O

Die Radien der Knotenkreise ergben sich nach [4] aus der Beziehung

(1 = v) [k, (k) = n®Ju(k) = k2 Jn (k)]

1, (k) In(k) In(k)
(1 - V) kI7L(]{;p) —n? I,(kp) + k? In( p)]

Jn(kp) =

Die Klangfiguren selbst sind damit unabhéngig von Materialkonstanten. Es erge-
ben sich fiir wenige Knotendurchmesser n und Knotenkreise s folgende relative

Radien

sin=0 n-1 n—2 n-3 nH4

110,680 0,781 0,822 0,847 0,863

210,841 0,871 0,890 0,925 0,926
0,391 0,497 0,562 0,605 0,635
310,893 0,932 0,936 0,939 0,943
0,591 0,643 0,678 0,704 0,726
0,257 0,351 0,414 0,460 0,498

4.4 Die rechteckige Platte

Nach theoretischen und experimentellen Ergebnissen, unter anderem von M. WAL-
LER und B. PAVLIK, gibt es bei rechteckigen, nicht-quadratischen Platten nur
Knotenlinien die parallel zu den Seitenlinien verlaufen.?

Es gibt zahlreiche Ndherungslosungen fiir die Rechteckplatte. Die bedeutenste
ist wohl die von RAYLEIGH-RITZ. Die Eigenfrequenzen einer Platte erhdlt man
danach aus der Formel

_ky /D

2Experimentell sicht man dennoch krummlinige Klangfiuren. Fiir eine Erklirung siehe 4.5
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4 Theoretische Betrachtung schwingender Platten

mit
a2

b2

m ist die Anzahl der zur y-Achse, n der zur x-Achse parallelen Knotenlinien. a

4
a

k2 =12 =Gt + EG; +2—[VHHy+ (1 —v)J.J,] (4.3)

und b sind die Kantenlédngen der Platte. G, H und J sind von den Randbedin-

gungen abhéngig. Dabei kann jede Seitenkante unterschiedliche Randbedingungen

besitzen. Fiir den hier relevanten Fall der freien Platte gilt

m Gy H, P

0 0 0 0

1 0 0 2

2 1,506 1,248 5,017

3,45 . |m—1 (m—%)ﬂl—ﬁw (m—%)z{l—ﬁw

n G, H, Jy
0 0 0 0
1 0 0 Z
2 1,506 1,248 5,017
2 2 2 6

3,4,5,.|[n—3% (n—13) ll_Wl (n—1) ll—wl
Daraus errechnen sich folgende Werte:

m | G, H, g n | Gy H, Jy

010 0 0 010 0 0

1 10 0 1,216 110 0 1,216

2 | 1,06 1,248 5,017 || 2 | 1,506 1,248 5,017

3 125 4,658 11,025 || 3 | 2,500 4,658 11,025

4 135 10,022 18,934 || 4 | 3,5 10,022 18,934

5 |45 17,385 28,844 || 5 | 4,5 17,385 28,844

6 |55 26.748 40,754 || 6 | 5,5 26.748 40,754

Die Werte fiir  und y sind identisch, da die Randbedingungen an den Seiten

ebenfalls identisch sind.
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4.5 Krummlinige Klangfiguren

Obige Ergebnisse beruhen darauf, dass es nur geradlinige Knotenlinien gibt. Im
Experiment treten jedoch gelegentlich auch krummlinige Knotenlinien auf. Dies
ist dadurch zu erkldren, dass sich zwei gleichzeitig auftretende Klangfiguren iiber-

lagern.

Abbildung 4.3: Uberlagerung zweier Klangfiguren

Im Bild seien die positiven Auslenkungen schraffiert dargestellt, die negativen
Auslenkungen dagegen weifs. Werden die beiden linken Abbildungen iibereinander
gelegt, so erkennt man Bereiche, welche bei beiden Figuren positiv und negativ
ausgelenkt sind. Des Weiteren sind Schnittpunkte der Knotenlinien zu erkennen.
Diese sind in der iiberlagerten Figur ebenfalls Knotenpunkte.

Die Bereiche, wo eine Figur eine positive Auslenkung hat, die andere eine ne-
gative, sind in der Uberlagerung doppelt schraffiert. Hier verliuft die endgiiltige

Knotenlinie irgendwo dazwischen.

I
N

(777
BN
AN

Abbildung 4.4: Klangfiguren bei unterschiedlicher Intensitéit der iiberlagerten Fi-

guren

Wo genau die Knotenlinie entlang lauft, ist nicht direkt ersichtlich. Je nach In-
tensitdt der beiden beteiligten Figuren konnen diese einen unterschiedlichen Ver-
lauf nehmen. Abbildung 4.4 zeigt die Extrema der Uberlagerung und mégliche

Zwischenstufen.
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5 Durchfiihrung und Bewertung

des Experimentes

Im Experiment wurden unterschiedliche Aluminiumplatten verwendet. Darunter
eine rechteckige Platte mit einer Abmessung von 140mm x 210mm und einer Dicke
von 1,0mm. Dariiberhinaus wurden eine kreisrunde Platte mit einem Durchmes-
ser von 230mm und einer Dicke von 1,5mm, sowie unterschiedliche krummlinig
berandete Platten getestet. Im Folgenden sollen die erhaltenen Klangfiguren mit
der Theorie verglichen werden. Bei der Reckteckplatte werden die Frequenzen mit
den theoretischen Erwartungen verglichen, bei der kreisrunden Platte wurden die
Klangfiguren vermessen und mit den theoretischen Erwartungen fiir Muster und

Frequenz verglichen.

5.1 Die kreisrunde Platte

Nach (4.1) gilt fiir die Frequenz f = ak®. Da die Materialeigenschaften nicht be-

kannt sind wird die Proportionalitdtskonstante ¢ anhand einer Messung bestimmt.

Die Mode n = 4,s = 1, oder kurz 4 — 1, bei der ein Knotenkreis und vier
Knotendurchmesser auftreten, liegt bei 1963Hz. Da k = 8,55, folgt a = 26, 85.
Damit ergibt sich mit der Tabelle in 4.3 folgende Frequenztabelle (Angaben in
Hz):

26



5 Durchfiihrung und Bewertung des Experimentes

sin0 nl n2 n3 nid
0] - - 141 328 580

11244 576 947 1421 1963
2 11035 1607 2253 2989 3835
312358 3196 4136 5158 6237

Gemessen wurden die Moden bei folgenden Frequenzen:

s{n=0 n=1 n=2 n=3 n=4
0] - - - - 581
11239 546 945 1416 1963
2 11025 1600 2253 - -
312337 - - - -

Aufserdem wurde die Mode 6 — 0 bei einer Frequenz von 1257H z, die Mode 7—0
bei einer Frequenz von 1648H z und die Mode 8 — 0 bei 2168H z gemessen.

Bei den Messungen wurde der Frequenzbereich von 200H z bis 2500H z bertick-

sichtigt. Mit Ausnahme der Moden 0 — 1 und 1 — 1 ist die Abweichung von der

Theorie geringer als 1%. Der grokere Fehler bei den kleinen Frequenzen konnte

an der Frequenzverschiebung durch die Dampfung liegen. Die Frequenz der maxi-

malen Anregung ist dariiberhinaus nicht genau zu bestimmen, da die Schwingung

auch bei etwas hoheren Frequenzen unverdndert ist.

Nicht ausgeschlossen werden kann jedoch ein systematischer Fehler, da k mit

Hilfe einer Messung bestimmt wurde.

Die relativen Radien der Knotenkreise wurden ebenfalls vermessen. Diese betru-

gen:
sin0 nl n2 n3 nid
110,661 0,783 0,826 0,852 0,861

210835 0,870 0,887 - -

0,391 0,478 0,565 - -

310,896 - - - -

0,591 - - - -

0,251 - - - -
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5 Durchfiihrung und Bewertung des Experimentes

Der Vergleich mit 4.3 zeigt, dass die Werte sehr gut mit der Theorie iiberein-
stimmen.

Die zu den Moden gehérenden Bilder sind im Anhang zu finden.

5.2 Die rechteckige Platte

Bei der 1mm starken Aluminiumplatte wurden die folgenden Moden gemessen:

Frequenz [Hz| | Mode (m-n) | k2 fiheoretisch | HZ]
120 2-0 22,385 | 126
255 2-1 47,883 | 269
283 0-2 50,365 | 283
318 krummlinig

382 krummlinig

479 3-1 87,991 | 494
047 krummlinig

681 4-0 120,903 | 679
753 krummlinig

824 krummlinig

1122 5-0 199,859 | 1123
1175 4-2 (7) 216,475 | 1216
1241 krummlinig

1364 krummlinig

1525 0-4 272,031 | 1527
1567 1-4 (7) 284,188 | 1596
1657 krummlinig

1679 6-0 298,556 | 1676
1730 krummlinig

1812 6-1 (7) 322 1808
2100 3-4 373,881 | 2100
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5 Durchfiihrung und Bewertung des Experimentes

m sind dabei die zur langen Kante a parallelen Knotenlinien, n die zur kurzen
Kante b parallelen. Die krummlinigen Moden sind nicht eindeutig zuzuordnen.
Bilder zu den Messungen sind im Anhang zu finden.

Die Werte fiir k2 wurden anhand der Gleichung (4.3) bestimmt. Die Frequenz
ist durch (4.2) gegeben. Analog zur Berechnung der kreisrunden Platte wurde
der Proportionalitdtsfaktor anhand der Messung bei 2100H z zu 5,617 berechnet.
Damit gilt also f = 5, 617k2.

Die berechneten Frequenzen treffen sehr gut auf die experimentell bestimmten
zu. Die Abweichung ist ab 500H z kleiner als 0, 3%. Ahnlich wie bei der kreisrunden
Platte gibt es aber bei geringen Frequenzen experimentelle Abweichungen hin zu
kleineren Werten.

Bei der ermittelten Mode 4 — 2 scheint es sich um eine andere Mode zu handeln,

oder sie ist zumindest iiberlagert mit einer anderen.

5.3 Krummlinig berandete Platten

Es wurden auch unterschiedliche krummlinig berandete Platten untersucht. Er-
wartungsgemaifl zeigten sich unregelméfige Knotenlinien. Exemplarisch sind im
Anhang Figuren auf einer i—Sinai—Platte1 und auf einer Platte in Stadion-Form
angegeben.

Die Bewegungsgleichung ist hier nicht geschlossen integrierbar.

'Eine Rechteckplatte, an deren einer Ecke ein Viertelkreis ausgespart ist.
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6 Anwendungen

Fast noch zu Lebzeiten CHLADNIs fanden seine Staubfiguren durch seinen Freund,
den Arzt und Physiker FELIX SAVART, eine Anwendung. 1830 versuchte er mit

Hilfe von Chladnifiguren die Qualitit von Geigendecken und -béden zu bestimmen.

6]

Nach wie vor werden Chladnische Klangfiguren teilweise dazu verwendet die
Klangeigenschaften von Musikinstrumenten zu untersuchen. Heute wird jedoch
hdufig ein holographisches Verfahren angewandt um die Verformungen eines In-

strumentes bei dem Bespielen zu vermessen.

Die Ergebnisse der Plattentheorie finden dariiberhinaus Anwendung im Maschinen-
und Flugzeugbau, sowie in der Bauindustrie. Dennoch ist dies kein abgeschlossenes
Forschungsgebiet. Gerade in den letzten Jahrzehnten hat die Zahl der Veroffentli-
chungen iiber die theoretischen Grundlagen bedeutend zugenommen. Wihrend bis
in die 60er Jahre hinein klassische Untersuchungen von Platten- und Membran-
schwingungen im Vordergrund standen, werden Knotenmuster heute unter ande-
rem dafiir verwendet, Wellenfelder wie Schallwellen in Radumen, Lichtfelder oder
Gezeitenwelle bis hin zu den in jiingster Zeit populdr gewordenen ,freak waves®
zu untersuchen. Abgesehen von der klassischen nichtlinearen Dynamik erlaubt die
Aquivalenz zwischen der stationiiren Wellengleichung, der HELMHOLTZ-Gleichung
und der SCHRODINGER-Gleichung auch die Untersuchung von chaotischen Syste-

men in der Quantenphysik mit Hilfe von Plattenschwingungen. [2|[13]
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6 Anwendungen

6.1 Das Beispiel der Musik

Im Verlauf dieser Arbeit stellte sich die Frage nach der akustischen Qualitit von
Platten. Aufgrund der engen historischen Verkniipfung und der mit dem Experi-
ment moglichen Untersuchungsmethoden sollen am Beispiel der Musik die Anwen-
dungsmoglichkeiten nidher aufgezeigt werden. Insbesondere wurden an der Geige
sehr ausgiebige Versuche unternommen, um alten, uniibertroffenen Instrumenten
das Geheimnis ihres Klanges zu entlocken. Dabei kam man zu der Erkenntnis, dass
die Eigenschwingungen des Geigendeckels und des Geigenbodens von grundlegen-

der Bedeutung fiir den Klang einer Geige sind.

6.1.1 Musikalischer Wohlklang

Um die Chladnifiguren und die Plattentheorie in der Musik nutzen zu konnen, ist
zunachst der physikalische Hintergrund des musikalischen Wohlklangs zu ergriin-
den. Diese Frage ist noch lange nicht abgeschlossen aufgeklart, zumal zahlreiche
Effekte der Psychoakustik eine eindeutige Definition gar nicht zulassen wiirden.
[14] Grundsétzlich lassen sich aber einige Eigenschaften eines als angenehm emp-
fundenen Tones aufzeigen.

Bekanntermafen beinhaltet ein Ton eines Musikinstrumentes nicht nur eine
Grundfrequenz, sondern er ist aus unzidhligen Frequenzen zusammengesetzt. So
kann eine einzelne Saite eines Instrumentes nicht nur mit seiner Grundfrequenz
schwingen, sondern alle harmonischen Schwingungen der Saite schwingen stets mit
unterschiedlicher Intensitdt mit. Hinzu kommt, dass beispielsweise bei der Geige
der Resonator manche Frequenzen verstirkt, andere abschwicht und zusétzlich
noch weitere Eigenschwingungen ausfiihrt. Das Ergebnis ist der uns als typisch
erscheinende Geigenton, welcher dariiberhinaus noch von der Umgebung sowie der
Richtung, in der der Zuhorer steht, abhéngt.

Die Komplexitit liegt auf der Hand. Dennoch ist es Geigenbauern, wie STRA-
DIVARI oder GUARNERI, im 17. Jahrhundert gelungen Geigen zu bauen, die bis

heute als uniibertroffen gelten.
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6 Anwendungen

Entscheidend fiir den Horeindruck ist zunéchst das Einschwingen eines Tones.
Dies geschieht innerhalb von Bruchteilen einer Sekunde. Dabei wird das Instru-
ment zundchst mit einem Schwingungsspektrum angeregt, wovon manche Frequen-
zen stark geddmpft, andere hingegen durch Resonanz verstirkt werden. Bei dem
Klavier ist dies der Anschlagton. Auch bei Cymbals oder bei Pauken ist der An-
schlagton entscheidend. Dieser Prozess des Einschwingens ist von der Form des
Resonators oder des schwingfihigen Systems entscheidend abhéngig.

Der Einschwingvorgang ist schwer zu analysieren, da sich das Frequenzspektrum
innerhalb von kiirzester Zeit stindig dndert. Auf Grund dessen gibt es bisher nur
wenige Untersuchungen zu diesem Vorgang. Dieser Einschwingvorgang ist, auch
wenn er nur Bruchteile einer Sekunde andauert, dennoch oft fiir das menschliche
Ohr von grofer Bedeutung um ein Instrument zu identifizieren.

Im Experiment wurden die Bronzeplatten angeschlagen und die Frequenzspek-

tren gemessen.

i _h_|'_'|__‘"|_ b J__._-I__

1 I I 1 I 1 I I 1 I I 1 I
5100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000 2100 2200 2300

Abbildung 6.1: Spektrum der Platte CuSn20 direkt nach dem Anschlagen

Relativ gut untersucht sind hingegen die Ausschwingvorgéinge sowie konstante
Schwingungen wie bei der Geige. Hierbei bleibt das Frequenzspektrum iiber lin-
gere Zeit konstant. Die Verteilung der Frequenzen sowie die zeitliche Verdnderung
des Spektrums entscheidet dariiber, ob der Ton als angenehm empfunden wird
oder nicht. Die hier gewonnenen Erkenntnisse werden seit einigen Jahren genutzt
um in einem Synthesizer Kldnge unterschiedlicher Instrumente realistisch zu syn-
thetisieren.

Experimentell wurde das Klangspektrum der Bronzeplatten nach dem Anschla-

gen beobachtet. Im Zeitbereich von einigen Sekunden dnderte sich das Spektrum
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6 Anwendungen

dabei kaum.

1 I I I 1 I I 1 1 I I I 1
5 100 200 500 400 500 600 2100 2200 2300,

Abbildung 6.2: Spektrum der Platte CuSn20 3 Sekunden nach dem Anschlagen

Ubertragung auf Musikinstrumente

Abbildung 6.3: Chladnifigur der Mode 22 auf einer Kesselpauke, Quelle: [15]

Das am ehesten verstandene Instrument ist hier wohl die Kesselpauke. Bei dem
Instrument wird ein kreisrundes Fell gespannt und durch Anschlagen mit einem
Kléppel in Schwingungen versetzt. Die Spannung des Fells kann dabei iiber ein
Fufipedal variiert werden. Dies stellt eine Membran dar, welche sich mit den ma-
thematischen Methoden fiir die kreisrunde Platte beschreiben lasst.

Als komplizierter erweist sich bereits ein Cymbal oder Becken. Durch die leicht
gewOlbte Form ldsst sich das Instrument nicht als Platte betrachten. Im Versuch
zeigen sich Klangfiguren, die bei Kreisplatten nicht auftreten.

Dariiber hinaus zeigt der Versuch, dass mit Hilfe von Chladnifiguren unter-

schiedliche Moden des Instrumentes bestimmt und die entsprechende Frequenz
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6 Anwendungen

Abbildung 6.4: Chladnifigur bei etwa 1200H z auf einem Cymbal

dazu ermittelt werden kann. Mit Hilfe des entwickelten Aufbaues zur Erzeugung
von Chladnifiguren kann das Instrument bei einer bestimmten Mode in Schwin-
gungen versetzt werden. Es ist dann mdglich, die Dampfung bei dieser Mode zu
messen.

Gute Cymbals zeichnen sich durch eine hohe Anzahl von Obertonen und durch

' aus. Die Anzahl und Verteilung der Obertone hingt nen-

einen langen Sustain
nenswert von der Form des schwingenden Korpers ab. Der Sustain dagegen hingt

stark von dem verwendeten Material ab.

6.1.2 Die Verteilung der Obertone

Im Geigenbau hat C. M. HUTCHINS ausgiebige Untersuchungen zu dem Thema
angestellt, wie mit Hilfe von Chladnifiguren die Klangeigenschaft einer Geige be-
stimmt werden kann. Sie erlernte sogar eigens zu diesem Zweck das Handwerk des
Geigenbaus |16]. Sehr entscheidend im Geigenbau sind demnach die akustischen
Moden des Bodens und des Deckels der Geige. Die Geigenboden und -deckel sind
dabei keineswegs isotrop. Die Maserung des Holzes, die verwendete Holzart und
iiber die Fldche variierende Dicken beeinflussen das Klangverhalten der Platten
stark.

Ein Geigenbauer fertigt den Boden und den Deckel indem er mit den Fingern

! Sustain bezeichnet die Dauer eines Ausklingvorganges eines Musikinstrumentes.
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6 Anwendungen

immer wieder die Biegesteifigkeit in unterschiedliche Richtungen testet, und durch
das Anklopfen der Platte an unterschiedlichen Stellen dessen Klang priift. Durch
seine jahrelange Erfahrung ermittelt er mit dieser Methode, wo er noch Material

entfernen muss.

Abbildung 6.5: Moden 2 und 5 eines guten Geigenbodens

Die Untersuchung von unterschiedlichen, auch sehr guten, Instrumenten zeigt,
dass die durch den Geigenbauer gepriiften Elastizitdten entscheidend die Frequenz
und die Form der einzelnen Moden beeinflusst. Es sollten sich bei bestimmten
Frequenzen bestimmte Klangfiguren zeigen. Der Boden ist dabei etwas frequenz-
verschoben gegeniiber dem Deckel.

Bei der zusammengebauten Geige sind die Schwingungssysteme Boden und De-
ckel iiber die Wande und den Stimmstock gekoppelt. Dadurch, sowie durch weitere
auftretende Resonanzen der Geige, treten eine enorme Vielzahl an Eigenschwingun-
gen auf. Dabei sind nicht nur die Frequenzen, sondern auch deren Phasenbeziehung
entscheidend. Jahrhundertelange praktische Erfahrungen haben nunmehr Instru-
mente hervorgebracht, die in ihrer geschlossenen Form kaum mehr im Einzelnen
verstanden sind. Dabei ist der Frequenzverlauf keineswegs linear.

Als Beispiel ist unten der Frequenzgang eines beriihmten Instrumentes von
GUARNERI dargestellt. Wie dieser Frequenzgang im Einzelnen aussehen sollte ist

dabei eine musikalische und psychoakustische Frage.

6.1.3 Die zeitliche Veranderung des Spektrums

Wihrend die Verteilung der Resonanzen vor allem eine Frage der Form des schwin-

genden Korpers und der Anregung ist, wie im oben genannten Beispiel der Geigen-
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6 Anwendungen
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Abbildung 6.6: Frequenzgang einer guten Geige, Quelle: [16]

kasten, so wird bei abklingenden Instrumenten, wie dem Klavier oder dem Cymbal,
die zeitliche Verdnderung des Klangspektrums zusétzlich durch die Dédmpfung be-

stimmt.

Die Déampfung ist insbesondere von dem verwendeten Material abhéingig. Die
in der Schwingung gespeicherte Energie, in Form von Spannungen und kinetischer
Energie, wird zum Teil als Schall abgestrahlt. Der Rest geht in Form von Wérme
verloren. Die konstruktionsbedingte Ableitung der Schwingung in andere Teile des

Instrumentes wird dabei vernachléssigt.

Dieser Energieverlust kann mit Hilfe des entwickelten Experimentes bestimmt
werden. Hierzu wurden zunéchst die unterschiedlichen Platten angeschlagen und
der Verlauf des Spektrums beobachtet. Bei der Aluminiumplatte und der Stahlplat-
te dominierte bereits nach einer Sekunde deutlich die Grundfrequenz der Platte.
Alle anderen Frequenzen wurden sofort geddmpft. Der Klang der Platten ist dabei
sehr dumpf. Die Bronzeplatten verdnderten das Klangspektrum nach dem anféng-
lichen Einschwingen nur langsam. Unterschiede im Ausklingen waren dabei kaum

feststellbar.

In einem weiteren Versuch wurden die Bronzeplatten bei unterschiedlichen Fre-
quenzen zum Schwingen gebracht. Da die Eigenddmpfung exponentiell von der
Amplitude abhéngt sind die Halbwertszeiten eine aussagekriftige Grofe fiir die

Dampfung. Dabei hatte die Platte mit einem Zinngehalt von 8% eine Halbwerts-
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6 Anwendungen

zeit von etwa 1, bs, frequenzunabhéngig bis etwa 1000H z. Bei hoheren Frequenzen
stieg die Dampfung stark an. Die Platten mit einem Zinngehalt von 15% und 20%
hatten bis etwa 1300H z eine Halbwertszeit von 2s. Bei hoheren Frequenzen stieg
auch hier die Dampfung, jedoch nicht so stark wie bei der zinnarmen Platte. Bei
einer Optimierung des Aufbaus konnte eine genauere Aussage iiber die Platten-
qualitdten getroffen werden.

Kirchenglocken sind Instrumente, welche ebenfalls eine minimale Eigendamp-
fung haben sollten. Im Laufe der Jahrhunderte wurde die Erfahrung gemacht,
dass der optimale Zinngehalt der Glockenbronze bei 22% liegt. Diese Erfahrung
wurde durch die vorliegenden Beobachtungen an den Platten bestitigt|16].
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7 Zusammenfassung der

Ergebnisse

Aus den unterschiedlichen moglichen Anregungsmoglichkeiten einer Platte hat sich
bei der gegebenen Zielsetzung die Wirbelstromanregung als die am besten geeigne-
te erwiesen. Die Platte wurde dabei auf Spiralfedern gelegt, um zusétzliche Rand-
bedingungen und damit Verfilschungen der Ergebnisse zu vermeiden. Eine hohe
Materialddmpfung der Platte stellte sich als vorteilhaft heraus, da diese durch die
breiteren Resonanzen diese leichter aufzuspiiren sind.

Die Steuerung des Experimentes erfolgt iiber die Soundkarte eines PC. Eine fiir
das Experiment entwickelte Software wird dabei sowohl als Signalgenerator, als
auch zur Analyse der Plattenschwingung eingesetzt.

Fiir die im Experiment verwendeten Platten und die relevanten Randbedingun-
gen wurden die wichtigsten Grundlagen aus der Plattentheorie aufgezeigt und die
Frequenzen und Klangfiguren berechnet. Geschlossene Losungen gibt es dabei nur
fiir die kreisrunde und die rechteckige Platte.

Die berechneten Werte wurden im Folgenden experimentell ermittelt. Dabei zeig-
te sich, dass die Abweichung von Theorie und Praxis im Bereich der Messunge-
nauigkeiten liegt. Fiir hohere Frequenzen ist die Abweichung kleiner als 1%, bei
geringeren Frequenzen war der Fehler etwas grofer.

Die vielseitigen Anwendungen der Plattenschwingungen wurden abschlieffend
dargestellt. Historich betrachtet finden die CHLADNIschen Klangfiguren dabei ihre

Anwendung in der Untersuchung des Klangverhaltens von Musikinstrumenten.
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7 Zusammenfassung der Ergebnisse

An diesem Beispiel wurden die Anwendungsverfahren naher beschrieben und die

Relevanz des Experimentes gezeigt.
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A Bilder der Chladnifiguren

A.1 Die kreisrunde Platte

Abbildung A.1: Mode 0-1, 239H = Abbildung A.2: Mode 1-1, 546 H =

Bei der Mode 1-1 ist die Klangfigur nicht scharf, da sich die Knotendurchmesser
drehen. Dies wurde durch Beriihrung mit dem Finger bei anderen Figuren unter-
bunden. Bei vielen Knotendurchmessern ist dies nicht nétig, da durch den kleinen

Schwingungsbauch das Knotenmuster bereits durch die Anregung fixiert wird.

Abbildung A.3: Mode 4-0, 581H 2 Abbildung A.4: Mode 2-1, 945H 2
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A Bilder der Chladnifiguren

Abbildung A.5: Mode 0-2, 1023H z Abbildung A.6: Mode 6-0, 1257H z

Abbildung A.7: Mode 3-1, 1416 H 2 Abbildung A.8: Mode 1-2, 1600H z

Abbildung A.9: Mode 7-0, 1648H z Abbildung A.10: Mode 4-1, 1963 H z
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A Bilder der Chladnifiguren

Abbildung A.11: Mode 8-0, 2168 Hz  Abbildung A.12: Mode 2-2, 2253H 2

Abbildung A.13: Mode 0-3, 2337H z
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A Bilder der Chladnifiguren

A.2 Die rechteckige Platte

Abbildung A.14: Mode 2-0, 120H z Abbildung A.15: Mode 2-1, 255H z

Abbildung A.16: Mode 0-2, 283Hz  Abbildung A.17: krummlinig, 318H 2
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A Bilder der Chladnifiguren

Abbildung A.18: krummlinig, 382Hz  Abbildung A.19: Mode 3-1, 497H z

Abbildung A.20: Krummlinig, 547Hz  Abbildung A.21: Mode 4-0, 681H z

Abbildung A.22: krummlinig, 753H 2 Abbildung A.23: krummlinig, 824H z

44



A Bilder der Chladnifiguren

Abbildung A.24: Mode 5-0, 1122Hz Abbildung A.25: Mode 4-2(?), 1175H 2

Abbildung A.26: krummlinig, 1241 H 2 Abbildung A.27: krummlinig, 1364H z

Abbildung A.28: Mode 0-4, 1525H = Abbildung A.29: Mode 1-4(7), 1567H z
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A Bilder der Chladnifiguren

Abbildung A.30: krummlinig, 1657H2 Abbildung A.31: Mode 6-0, 1679H z

Abbildung A.32: krummlinig, 1730Hz Abbildung A.33: Mode 6-1, 1812H z

Abbildung A.34: Mode 3-4, 2100H =
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A Bilder der Chladnifiguren

A.3 Krummlinig berandete Platten

Abbildung A.39: Sinai-Platte
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