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1 Einfiihrung

e Ein Alphabet X ist eine Menge von Zeichen, Buchstaben oder Symbolen.
e Eine formale Sprache L iiber einem Alphabet 3 ist eine Teilmenge von X*:

LCY & LeP(E)

e Im allgemeinen sind Sprachen unendliche Mengen, die mit Hilfe von Grammatiken
oder Automaten endlich beschrieben werden kénnen.

e Beispiel fiir eine induktive Definition: € € ¥X*; w € ¥*,a € ¥* = aw € ¥*

e Konkatenation bezeichnet die Verkettung von Wortern

o Spiegelung dreht das Wort um: S =¢ Wa=aW0
e [lteration oder Polenz bezeichnet die Vervielfachung eines Wortes: w® := g; w"*! =

w"w
e Mengenoperatoren U, N, \ sowie Komplexprodukt -, Potenz ™ und Sernoperator * sind

fiir Sprachen wie fiir Mengen iiblich definiert.

e Bindre Relationen o setzten zwei Elemente einer Sprache L ind Relation zu einander:
0 C L x L (vgl. “Funktion”).
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Teil 1
Automatentheorie und Formale Sprachen

2 Grammatiken und die Chomsky-Hierarchie

e Grammatiken erzeugen formale Sprachen (z.B. Backus-Naur-Form, hier aber formal
wir folgt). Darin kommen vor:

— Nonterminalsymbole N (Grokbuchstaben A, B, ...), die weiter aufgelost werden
kénnen zu

— Terminalsymbole € ¥ = {a,b, ...} (Kleinbuchstaben a,b, ... oder Ziffern) (nicht
weiter auflosbar)

— Startsymbol S wo die Ableitung von Terminalwortern (stetiges Ersetzen von
Noterminalen zu Terminalen) beginnt

— Regeln oder Produktionen P legen fest wie die Ableitungen zu bilden sind. Dabei
sind links Nonterminale, rechts Nonterminale oder Terminale, dazwischen ein
“—” (Backus-Naur-Form: “::="). Bei mehreren Regeln zu einer gleichen linken
Seite werden diese durch “|” getrennt.

e Eine Grammatik G ist also ein Quadrupel: G = (N, 3, P, 5)

e Satzformen «, f3,... sind € N x ¥ Konkatenationen von Terminalen und Nontermi-
nalen

e Eine Ableitungsrelation = bezeichnet eine Ableitung o = o die in G existiert.
=, ist dessen reflexive, transitive Hiille, also die Menge aller Konkatenationen von
=>a-

e Die von G erzeugte Sprache ist L(G) := {w € ¥*|S =% w} die Menge der von G
erzeugten Worter.

e fiir dquivalente Grammatiken gilt L(G1) = L(G3)

Chomsky-Hierarchie: Typen der Sprachen:

Typ0 (rekursiv aufzihlbar) Keine Einschrinkung, also jede Grammatik
Lo(S) = L(S, TM) = L(X, DT M)

Typl (kontextsensitiv) Fiir jede Produktion oy — ay gilt |a;| < |ag| oder
a; = S ANag =¢ (und, falls S — ¢ € P, S nie auf rechter Regelseite)
£1(D) = L(S, LBA)? S?L(X, DLBA)

Typ2 (kontextfrei) Die linke Regelseite ist immer genau ein Noterminalsymbol:
A=«
Ly(X) = L(X,PDA) 2 L(X,DPDA)

Typ3 (reguléir) einseitig linear (z.B. rechtslinear: A — wB oder A — w)
L5(X) = L(S, NFA) = L(S, DFA) = Reg(%)

e Die Menge aller Sprachen, die durch Grammatiken des Typs ¢ erzeugt werden, beze-
ichnet man als £; [Skript: schnérkeligeges L, nicht BTEXvorhanden (|



o L3(2) G La(X) & L1(2) & Lo(X) (V] > 2)

o c-freie Grammatiken haben auf der rechten Regelseite kein ¢ (oder S — ¢).
Jede kontextfreie Grammatik kann in eine e-freie kontextfreie Grammatik {ibersetzt
werden.

e Abzihlbar ist eine Sprache, falls eine bijektive Abbildung f : N — L existiert.

e Das Wortproblem fragt, ob ein Wort w € L ist. Es ist fiir Typl-Sprachen entscheidbar.

3 Endliche Automaten

e Darstellung: Zustinde in Kreisen, Eingangszustand mit einfachem Pfeil, Endzustédnde
in Doppelkreisen, Zustandsiiberginge mit Pfeilen (beschriftet)
0 0,1
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e Ein DFA (deterministischer endlicher Automat) ist ein Quintupel A = (Q, X, 6§, qo, F)
mit:

— (@ einer Menge von Zustéinden g;
— Y einem Eingabealphabet

§(g,a) = ¢ : Q x ¥ — @ eine Transitions- oder Ubergangsfunktion, die einen
Zustand in einen anderen iiberfiihrt

— o € @ dem Startzustand
— F C @ der Endzustandsmenge

e DFA(Y) ist die Menge aller DFAs, £(3, DFA) ist die Menge aller von DFAs erkennbaren
Sprachen iiber .

e )(q,w) ist die Frweiterte Transitionsfunktion, also eine Verkettung von Transitionen.

e Ein NFA (nicht-deterministischer endlicher Automat) erlaubt im Gegensatz
zum DFA zu einer Transition (g, a) mehrere Zusténde, in die die Transition fithren
kann, also d(q,a) = {¢,q", ...}, sowie e-Transitionen.

e Eine e-Transition ist eine Transition, die der NFA zufillig ausfiihrt (kann, muss aber
nicht ausgefiihrt werden). Jeder NFA kann in einen e-freien {iberfithrt werden.

e Eine Konfiguration von A ist ein Paar (¢, w).

e Eine Finzelschrittralation b 4 ist eine Transition von einer Konfiguration in eine an-
dere, die reflexive, transitive Hiille =% ist die Verkettung aller moglichen Einzelschrit-
trelationen.

o Aquivalent sind zwei Automaten A;, Ay wenn die von ihnen erkannten Sprachen

L(Ay), L(A;) gleich sind. ;



o Als e-Hiille £(T) einer Zustandsmenge 7" wird die Menge aller Zusténde bezeichnet,
die durch e-Transitionen aus 7" erreichbar sind.

e Die Erweiterte Transitionsfunktion & (¢, w) eines NFA ist Verkettung aller moglichen
Transitionen einschlieflich der e-Hiille.

e Die Potenzmengenkonstruktion ist ein Verfahren einen NFA in einen DFA zu
iiberfiihren.

— Erreichbar heift ein Zustand ¢ falls es ein Wort w € ¥* gibt mit 6(go, w) = ¢

— Fiir die Menge aller mit einer Eingabe erreichbaren Zustinde im NFA wird ein
eigener Zustand definiert (z.B. g2 falls durch a sowohl ¢, als auch ¢y erreicht
werden kann). Ursprung kann dabei ein Zustand oder eine ebensolche Zustands-
menge (= Zustand in der Potenzmengenkonstruktion) sein.

— Dabei ist ein Senkenzustand () moglich, aus dem keine Transition heraus fiihrt.

4 Regulare Ausdriicke

e [[]] ordnet dem Reguldren Ausdruck - als Semantik eine Sprache zu.

e Reguldre Ausdriicke werden dhnlich wie Sprachen angegeben: a,b, ... sind einzelne
Elemente (“Terminale”), «, § sind ldngere Ausdriicke.

e Fiir Reguldre Ausdriicke o, f € RA(Y) gilt:

Al]] := 0 “leerer Ausdruck” (Achtung: [[A*]] = {e} # [[A]]!)
a)] := {a} Die Sprache mit dem einzigen Wort a

I
=l
=l

I

I

(a+ B)]] := [[e]] U[[F]] “(nichtexklusives) oder”
(- B)I} := [le]] - [[A]] “und”
(a®)]] := [[a]]* beliebige Widerholung, auch 0 mal

e Der Satz von Kleene liefert ein Konstruktionsverfahren, um aus einem Reguldren
Ausdruck einen NFA zu machen. Dabei werden + (“oder”), - (“und”) und * (“wider-
holungen”) durch entsprechende Automaten ersetzt.

e Analyse eines DFA (Methode von Kleene) (Uberfiihren in einen Reguliren Ausdruck):
Sei WZIE = {w € E|w iberfithrt ¢; in ¢; ohne Benutzung von g1, .., g, }. Dann gilt:

:UW

q;EF

sowie

VV;;‘H = Wz]; U (Wklc—f—l(Wlf-i-l,k-&-l)*Wlf-&-l,j)

2,

Damit kann rekursiv die Sprache des DFA aus einfachen Mengen dargestellt werden.
Diese Darstellung lékt sich schlieklich in einen reguldren Ausdruck iiberfiihren.

o Analyse eines DFA (Methode mit Aquivalenzsystem): Zu erstellen ist ein “Gleichungssys-
tem” (fiir alle Zusténde):

T, ~ axi; + bxy + ... wobei a bedeutet “So komme ich in einem Schritt von ¢, zu
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¢:” und b bedeutet “So komme ich in einem Schritt von ¢, zu ¢»” etc.. Hinter dem

Endzustand steht noch “+A*”.
Dieses Gleichungssystem ist dann zu l6sen, wobei “+” ein “oder” bedeutet und “-” ein
“und”! Dabei gilt die Resolutionsregel:

r~ar+PBAed o] =x~ap

Die Losung nach x; ist der regulire Ausdruck, der die Sprache des DFA beschreibt.

Eigenschaften reguliarer Sprachen

Die Nerode-Relation o, C ¥* x X* einer Sprache L ist die Menge aller zweier Worte
u, v fiir die uw € L < vw € L (— Zyklus!)

Eine Aquivalenzklasse [u] eines Wortes u ist die Menge aller Worter, die mit  in
einer Aquivalenzrelation stehen: [u] := {v € ¥*|(u,v) € o1}

Satz von Myhill, Nerode: Eine Sprache L ist € L(X, DF'A) wenn sie endliche viele
Aquivalenzklassen hat: L € L3 < Index(or) < 00
Endliche Sprachen sind damit immer € L.

Ein Aquivalenzklassenautomat = (Q, 3,0, qo, R) ist definiert mit:

- Q= {[x1]> ) [Ik‘]}
= qo = [e]
— 0([ul], a) := [ua]

= o= {[w]|[z:] € L}

Der Minimalautomat einer Sprache L € L3 entspricht bis auf Isomorphie dem Aquiv-
alenzklassenautomaten. Er kann bestimmt werden durch:

— Elimination aller nicht erreichbaran Zustande

— Zusammenfassen aller dquivalenten Zustidnde

Ein reduzierter Automat ist ein Automat, dessen nicht erreichbaren Zustidnde gestrichen
wurden.

Zwei Zusténde heifen k-dquivalent (rli) wenn V|w| < k gilt:

§(q1,w) € F & (g, w) € F

Also: Nach k Schritten ist man, egal mit welcher Eingabe, immer in einem Endzustand
oder immer nicht darin.

Verfahren mit Uberdeckungsmatriz (zur Bestimmung eines Minimalautomaten):

Sei r*(q1, g2) = 0 falls ¢ £ go, sonst 1

Dann kénnen ab k = 0 obere Dreiecksmatrizen R* := r*(¢;, q;) angegeben werden,
die ab einem k immer gleich bleiben. Wo sich in der Dreiecksmatrix dann noch
Oen befinden konnen #quivalente Zustdnde abgelesen werden, die zusammengefasst
werden kénnen zu einem Zustand.



e Das Pumping-Lemma weist nach, dass eine Sprache nicht durch einen endlichen
Automaten erkannt werden kann (L ¢ L3)
Es besagt, dass sich, sofern L € L3, fiir ein existierendes n jedes Wort z mit |z| > n
in z = wvw zerlegen 1aft, so dass

21
— |uv| <n

— w'w € LYi € N (Wort 1d6t sich auf- und abpumpen)

denn in einem Endlichen Automaten treten ab einer gewissen Wortlange Zyklen auf
(der Zustand wurde schon mal besucht).

Ist das Pumping-Lemma erfiillt muss die Sprache aber nicht zwingend Typ-3 sein!
(Nur Ausschluss-Kriterium)

o Leerheitsproblem: Ist L = ()7 (— Wortproblem bis |w| < n)
e Endlichkeitsproblem: Ist |L| < co? (— Wortproblem n < |w| < 2n)

o Aquivalenzproblem: Ist Ly = Ly?

6 Kontextfreie Sprachen

Konteztfrei sind Sprachen kontextfreier Grammatiken, also der Form A — «

Ein Ableitungs- oder Syntazbaum ist eine Baumdarstellng der Grammatik mit der
Wurzel S. Nonterminale sind dann Knoten, Terminale sind Blédtter. Dabei sind un-
terschiedliche Ableitungen in der Regel moglich.

Findeutig ist die Grammatik, wenn genau ein Ableitungsbaum existiert.

Kettenregeln sind Produktionen der Form A — B, wo auf der rechten Seite nur ein
Nonterminal steht. Diese konnen eliminiert werden, indem sie entsprechend mit der
Produktion fiir das rechte Nonterminal (hier B) ersetzt werden (ggf. rekursiv).

Die Chomsky-Normalform hat nur Produktionen der Art

— A — BC (zwei Nonterminale)

— A — a (ein Terminal)

— S — e und S tritt auf keiner rechten Regelseite auf.
und stellt damit einen Bindrbaum dar. Jede Typ-2-Grammatik hat eine dquivalente
Grammatik dieser Form. Diese kann erzeugt werden indem man:

1. Kettenregeln entfernt

2. Fiir jedes rechte Terminalsymbol a (auch Symbole wie z.B. “4), das nicht
alleine steht, ein Nonterminal N, — a einfiihrt

3. Fiir jede rechte Seite, die mehr als zwei Nonterminale hat, miissen (ggf. rekursiv)
weitere Regeln C; eingefiihrt werden (z.B. erstes stehen lassen, den Rest C}
nennen usw.).

e Der CYK-Algorithmus 16st das Woréproblem fiir eine Typ-2-Sprache. Dazu:



Grammatik in CNF iiberfiihren
Terminale horizontal auflisten

darunter die entsprechenden Nonterminale

= =

Mit dem CYK-Algorithmus immer zwei Elemente ermitteln (hier nicht erklirt,
gef. z.B. bei YouTube nachsehen!) priifen ob sie so auf einer rechten Regelseite
der CNF auftauchen. Dabei ergibt sich schliefslich eine umgedrehte Pyramide,
“Knoten” sind Mengen erzeugender Produktionen (ggf. leere Menge). Ist die
Spitze ein S gilt w € L, ansonsten w ¢ L.

e Das Pumping-Lemma fiir Lo-Sprachen ist eine Erweiterung des “kleinen” Pumping-
Lemmas: Fiir jedes Wort z € L € Lodn so dass alle z mit der Mindestldnge n sich in
2z = uwvwxy zerlegen lassen mit:
—vxr F#¢€
— |lowz| <n
— w'wz'y € L (Wort 148t sich auf- und abpumpen)

o L[o-Figenschaften: Abeschlossen unter Vereinigung, Komplexprodukt, Sternoperator,
jedoch nicht unter Durchschnitt und Komplement

e Kellerautomaten (PDA) erkennen Typ-2-Sprachen. Dabei wird zum einen ein
Eingabewort zeichenweise gelesen. Zum andern steht dem Automaten ein Stack (=
Keller) zur Speicherung von Werten zur Verfiigung. Der Kellerautomat ist ein Tupel

A — (Q7 27F757 qo, ZO? F)
wobei

— ¢, %, qo, F' definiert sind wie bei den anderen Automaten
— I' das Kelleralphabet (kann auch X sein oder enthalten)
— Zy das Kellerstartsymbol

—0:Q x(XUe) xI' = P(Q x I'¥) die Transitionsfunktion darstellt.
Beispiel: 0 : gopaZy — q1bZ, beschreibt “Ist-Zustand g, a gelesen, Z, vom Keller
geholt — in Zustand ¢; gehen und b7, auf Keller schreiben”

Kellerautomaten konnen entweder als Liste von d-Transitionen angegeben werden
oder grafisch wie gewohnt dargestellt werden, wobei die Transition im obigen Beispiel
mit a, Zg|bZy beschriftet wiirde.

e Die Konfigurationsfolge eine PDA wird angegeben durch “(Zustand, Eingaberest,
Keller)”.

e Endkonfigurationen von Kellerautomaten Es gibt drei mogliche Endkonfigurationen,
die alle £9 erkennen konnen:

— L(A, F): (¢,&,7) mit ¢ € F' (Endzustand)
— L(A,¢): (q,e,e mit ¢ € Q (leerer Keller)
— L(A, e, F): (¢,e,e mit g € F (leerer Keller und Endzustand)
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Sprachen von deterministischen Kellerautomaten (DPDA ) sind eine echte Teilmenge
von L(PDA) (Im Gegensatz zum DFA!). Sie terminieren per Endzustand (¢ € F).
Fiir sie gilt

0(q,a, Z)| +10(g,6, 2)] <1

Transitionen sind also eindeutig.
Es werden von ihnen die deterministischen kontextfreien Sprachen erkannt.

Turingmaschinen
Eine Turingmaschine ist ein 7-Tupel
A: (Q727F767q0767F)

wobei das Arbeitsalphabet I' O ¥ eine Ubermenge des Eingabealphabetes ist und b
das Leerzeichen/Blank darstellt.

Die Turingmaschine arbeitet auf einem unendlichen Lese- und Schreibband, welches
zugleich der Eingabe dient.

Eine Finzelschrittrelation ist dann: = 4C I™QI'T* x I™QI'T™

Eine Transition qga A Rq; bedeutet: Anfangszustand qg, gelesenes Zeichen a, geschriebenes
Zeichen A, Positionsénderung des Lese/Schreibkopfes nach R (R: rechts, L: links, N:
keine Bewegung), Nachfolgezustand ¢;. Eine Auflistung der Transitionen heifit Tur-
ingtafel, die auch Kommentare enthalten kann.

Eine Konfigurationsfolge zeichnet den Zustandsverlauf der Turingmaschine auf. Es
wird dabei der Inhalt des Lese/Schreibbandes angegeben, der Zustand steht links
neben der aktuellen Potition des Lese-/Schreibkopfes. Beispiel (vgl. oben): agoaf.

L(S,TM) = L(S, DTM) = £,

Linear beschrinkte Automaten (LBA) sind Turingmaschinen mit einem endlichen
Lese-/Schribband, das durch ¢und $ beschriankt wird. Es gilt L(LBA) = £,

Teil 11
Berechenbarkeitstheorie und Komplexitatstheorie

Formalisierung des Berechenbarkeitsbegriffes

Eine Funktion f = f4 heilst Turing-Berechenbar wenn eine Turingmaschine existiert
die das Ergebnis von f berechnet und auf das Band schreibt. Dabei muss gelten:

falw)=v < qowb = aqubB

Das Ergebnis ist also von der Position des Lese/Schribkopfes bis zu einem b auf dem
Band. Die DTM muss hier anhalten.



e Die semi-charakteristische Funktion einer Sprache L ist definiert als
X (w) = ¢ falls w € L, n.d. sonst.
L € Ly < ¥ ist Turing-berechenbar < L ist semi-entscheidbar (Denn wenn w ¢ L
terminiert A nicht)

e Die Church’sche These nimmt an, dass eine Funktion genau dann berechenbar ist,
wenn sie Turing-Berechenbar ist. Bewiesen sind bislang die Aquivalenzen von Turing-,
While-, Goto-Berechenbarkeit, u-Rekursivitdat und A-Definierbarkeit (und weitere).

e LOOP-Berechenbare Funktionen sind eine echte Teilmenge der Turing-berechenbaren
Funktionen.

e Ein LOOP-Programm ist definiert durch
Proop = {in(Xy, .. X,,); istvar(X, + 1,.., X;,); a, out Xy |m > 1}

wobei X; Variablen (Zahlen) sind und a € A eine oder mehrere (auch verschachtelte)
der folgenden Anweisungen:

— Wertzuweisung W : X; := X; + 1 oder X, :=0
— “Verkettung” «;

— loopV(«); eine V-malige widerholung der Anweisung(en) «
e Die Semantik von LOOP besteht aus
() (ay,..,an) = (aj, .., a,,0,..,0)

— der Ausgabeabbildung outg ™)

— der Eingabeabbildung in,
(ayy .y am) = aq
— sowie der Zustandstransformation [[a]]™ : N™ — N™ induktiv definiert durch

* [XZ = X + 1]](m)(a1, .. Clm) = (Cll, ey Ai—1, Qy + 1,(Zi+17 ..,am)

[

[[X; = H( (al,.., m) = (al,. ai—1,0,Qi11, ., Q)
% [l B = [[B])0™ o [[o]] ™
* [[Loop X, ()] (ay, .., am) := ([[]™)% (a1, .., a)

Damit kann die Semantik (Funktion) des LOOP-Programmes bestimmt werden.
o primitiv-Rekursive Grundfunktionen:

— Nachfolgerfunktion S :a — a+1

— Nullkonstante 0 : () — 0

(n)

— Projektion pr;” : (ay,..,an) = a;

o Primitiv rekursive Funktionen werden durch
— Komposition (f o f' = f(f"))
und

— primativer Rekursion:

h(ay,..,a,,0) = f(ay, .., a,)
h(a,..,an,a+ 1) := g(aq, .., an, a, h(aq, .., ay, a))



erzeugt. f ist genau dann primitiv rekursiv, wenn f LOOP-berechenbar ist.
WHILE-Programme unterscheiden sich von LOOP-Programmen durch

— zwel weitere Wertzuweisungen:
W = {XZ = X] —+ 1,)(Z = X] — 17Xz = X]aXz = 0} SOWie

— die Schleife whileX; # Odoaod € A
fiir die Semantik gilt gleiches wie fiir das LOOP-Programm sowie
[WhileX; # Odocod]|™(ay, .., an) = ([[]]™)*(ay, .., am)
fiir £ minimal, so dass der Term = 0 ist (ggf. nicht definiert)
Eine Minimalisierung einer Funktion f : N"™' — N ist definiert als

b falls f(ay, .., an,b) = 0 mit b minimal

M(f)(ah -+ an) = {

n.d. sonst

p-rekursive Funktionen sind durch primitive Grundfunktionen in endlichen Schritten
durch Komposition, primitive Rekursion oder Minimalisierung erzeugbar. Sie sind
mit hochstens einer While-Schleife berechenbar.

Entscheidbarkeit, Aufzihlbarkeit, Berechenbarkeit

Die charakteristische Funktion ist gegeben durch

€ falls w € L
xo(w) =

a;  sonst

Wenn diese Turing-Berechenbar ist heilit L entscheidbar
< L und ¥*\ L rek. aufzéhlbar < >* \ L entscheidbar

L rekursiv aufzihlbar < L =0V 3f : Bild(f) = {f(w)|w € ¥*} = L wobei f total
(“beidseitig eindeutig”) und berechenbar sein muss
& Semi-entscheidbar < X', berechenbar & L € L

L1(X) G {L C X*|L entscheidbar} & Lo(X)

Ly ist auf Ly reduzierbar < L, < Ly genau dann, wenn
eine totale und berechenbare Funktion [ existiert mit w € Ly < f(w) € LyVw € ¥*
Ist dann Ly (semi-)entscheidbar, so ist auch L; (semi-)entscheidbar.

Der Satz von Rice besagt, dass eine Eigenschaft entweder fiir alle rekursiv aufzdhlbaren

Sprachen entscheidbar, oder fiir alle nicht-entscheidbar ist (= nichttriviale Eigen-
schaft P).

Die Unwverselle Sprache, das Halteproblem und das Postsche Korrespondenzproblem
sind nicht entscheidbare Probleme.
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